







response  under  second  order  bending  effects  is  studied  by  means  of  implementing  a  numerical 
simulation adaptable for unreinforced and strengthened walls. The proposed model is based on a bi‐
dimensional  simplification and  the use of  simplified micromodelling  techniques. The use of contact 
elements has proved  to be essential at  simulating  this  type of  structures. The obtained  results are 
compared with the experimental evidences on 44 real‐scale tests, concluding that  the  implemented 






almost  negligible  tensile  strength  of  this  material.  Among  the  possible  collapse  mechanisms,  the 
buckling‐bending mixed failure is significant because of its sudden development. Using Fibre Reinforced 
Polymer  (FRP) or Textile Reinforced Mortar  (TRM) have been proved  to be effective  strengthening 
solutions to provide tensile strength and avoid this failure mode in previous researches [1,2]. 
Strengthening masonry structures with FRP laminates is a common actuation among the conservation 
and  maintenance  tasks  carried  out  on  masonry  buildings  which  require  structural  upgrading  or 
rehabilitation. The FRP is specially indicated for those interventions which require limiting the lateral 
deflection of the walls and look for a less flexible out‐of‐plane response of the structure because of its 
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et  al.  [4,5]),  might  make  other  techniques  more  suitable  for  general  structural  interventions  on 
masonry.  
This  is  the  case of  the  TRM  (also  called  Fabric Reinforced Cementitious Matrix,  FRCM), which  is  a 










structures.  Nevertheless,  little  bibliography  on  the  numerical  simulation  of  unreinforced,  TRM‐
strengthened  or  FRP‐strengthened  brick  masonry  walls  is  available  for  the  case  of  eccentric 




to  be  highlighted. As  a  compromise  between  computational  cost  and  result’s  accuracy,  there  is  a 
growing tendency to work in homogenised 2D models to represent masonry structures. The required 
homogenisation techniques have been studied by many researchers ([13,14]).  
Regarding  the  numerical  modelling  of  TRM‐strengthened  masonry  walls,  there  are  only  a  few 
publications about  the simulation of  these  type of structures,  like  the previous work  [15]. Similarly, 
researches  dealing with  the  numerical  simulation  of  the  structural  response  of  the  TRM  as  a  sole 
material have been recently published [16], whereas other researchers have studied how to model the 
TRM‐masonry  interaction  using  masonry  prisms  as  reference  samples  [17].  To  some  extent,  the 
modelling of TRM reinforced concrete can be considered as a reference case and may provide some 
insight at modelling TRM reinforced masonry structures. In this line, some authors have dealt with the 
numerical  modelling  TRM‐strengthened  reinforced  concrete  beams  subjected  to  flexural  loading 
conditions [18], other have been focused on the shear strengthening [19].  
Finally, there are not known researches about the numerical simulation of FRP‐strengthened masonry 
walls  subjected  to  eccentric  compressive  loads which  take  into  account  the  second order bending 
effects. However, other structural configurations have been modelled, like the in‐plane response [20] 
or the out‐of‐plane behaviour [21].  
To  sum  up,  there  is  little  research  about  the  numerical  modelling  of  masonry  walls  subjected  to 
eccentric compressive loads. In addition, there are even less evidences if the considered walls are TRM‐
strengthened and  finally,  there are not known  studies about  the  finite element  calculation of FRP‐
strengthened masonry walls subjected  to eccentric compressive  loads. Thus,  the aim of  the current 
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of unreinforced brick masonry walls  subjected  to eccentric compressive  loads  (see  [22]). Then,  this 
model  was  adapted  to  take  into  account  the  effect  of  the  TRM  (see  [15]),  which  is  continuously 
distributed, and the contribution of the FRP, which is applied as discrete laminates following different 
orientations.  It  is  this  last adaptation procedure,  the one which  is analysed with more detail  in  this 
paper. The three resulting numerical models are to be understood as the same approach that evolved 




Forty‐four  full  scale  brick masonry walls were  tested  up  to  failure  due  to  an  eccentrically  applied 















density  of  the  used  masonry  was  1732kg/m3  for  all  cases.  For  the  TRM‐strengthened  cases  the 
compressive strength of the masonry was 10.8MPa, its flexural strength was 0.36MPa (see [2]). The last 
five  columns  in  Table  2  are  dedicated  to  characterise  the  TRM  and  they  include  the  type  of 
strengthening mortar  (M  for  the Portland based mortar, R  for  the  lime‐based mortar and X  for  the 
pozzolanic mortar as presented in [2]), the type of fibre grid (G for glass and C for carbon), the presence 
of connectors, the number of fibre grids  installed  into the mortar  layer and the real thickness of the 
TRM layer.  
Finally, the strengthening patterns of the FRP‐strengthened walls are detailed in Table 3. Columns sixth 
to  ninth  present  the  number  of  vertical  laminates  uniformly  distributed  on  the  width  of  the 
strengthened face, #v,FRP, the number of horizontal  laminates uniformly distributed on the height of 
the  strengthened  face,  #h,FRP,  and  the number of  inclined  laminates placed  at  the  same  section  – 
constant height –, #i,FRP, considering two directions at an angle of ±α (°). 
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Table 1. Geometry of the unreinforced brick masonry walls 
Wall  b (mm)  Hef (mm) t (mm) e0 (mm) fc (MPa) fx (MPa)  Ф(%) 
W#1  900  2,947  132 5.6 18.2 0.23 7.8 




W#3  870  2,922  132 1.2 8.7 
W#4  870  1,980  132 7.0 37.8 
W#5  900  2,917  132 33.7 15.6 
W#6  875  2,857  132 13.1
13.7 
1.8 
W#7  885  2,872  132 ‐7.6 8.3 
W#8  879  2,942  132 21.5 8.0 
W#9  888  2,892  132 0.2 6.7 
W#10  888  1,865  132 13.9
10.8 
33.0 
W#11  870  1,892  132 1.6 28.9 
W#12  882  1,841  132 31.8 36.7 
W#13  900  1,861  132 21.2 6.5 
W#14  900  1,861  132 29.0 40.4 
W#15  895  1,845  132 19.5 18.4 
W#16  894  1,860  132 88.0 31.8 
W#17  894  1,905  270 20.8 38.3 
W#18  871  1,197  132 30.3 62.6 
W#19  871  1,220  132 33.0 53.5 



















W#21  865  1,832  132  30.3 M G 0 1  13.0  24.3
W#22  872  1,827  132  33.2 M G 0 1  8.0  26.4
W#23  868  1,822  132  33.9 R G 0 1  9.5  21.9
W#24  867  1,840  132  25.4 R G 0 1  9.0  23.1
W#25  868  1,828  132  32.7 R G 0 2  7.5  33.5
W#26  869  1,823  132  29.7 M G 0 2  8.0  31.5
W#27  873  1,822  132  30.4 X C 0 1  8.0  27.8
W#28  871  1,828  132  23.7 X C 6 1  9.0  25.2
W#29  868  1,827  132  31.4 X C 9 1  11.0  26.7
Three failure modes were experimentally observed: the mixed bending/buckling failure of most of the 
unreinforced brick masonry walls due to the mechanism formation collapse (a masonry joint opened), 
the  tensile  failure of  the TRM associated with a mechanism  formation process  (only  for W#21 and 
W#23) and the shear/compressive failure near the endings of the wall for the rest of the strengthened 
walls. The  real geometric  imperfections were measured and  introduced  into  the numerical model 
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Table 3. Geometry of the FRP‐strengthened brick masonry walls 
Wall  b (mm)  Hef (mm)  t (mm) e0 (mm) #v,FRP #h,FRP #i,FRP  α (˚)  Ф(%)
W#30  837  1,798  126.5 29.5
2  0  0  ‐‐‐ 
27.3
W#31  840  1,815  125.9 31.9 28.6
W#32  838  1,798  126.1 29.8 28.9
W#33  829  1,811  126.4 29.7
3  0  0  ‐‐‐ 
31.5
W#34  833  1,814  126.3 31.2 31.5
W#35  837  1,824  126.3 29.4 39.2
W#36  843  1,788  126.1 29.4
2  2  0  ‐‐‐ 
31.3
W#37  835  1,792  124.4 32.7 31.9
W#38  827  1,797  124.7 30.1 33.1
W#39  833  1,777  123.8 28.7
3  5  0  ‐‐‐ 
29.1
W#40  830  1,784  124.7 27.2 27.9
W#41  831  1,761  124.5 27.6 24.1
W#42  826  1,830  124.3 26.8
0  0  4  61 
34.5
W#43  831  1,831  124.6 28.8 24.0
W#44  827  1,812  123.8 27.4 30.7
2.2. Numerical model for unreinforced cases 




















addition,  depending  on  the  properties  of  the  components  (units,  mortar  and  interfaces)  of  this 
composite  material,  the  masonry  shows  different  failure  modes.  This  complex  response  is  not 
considered  to  avoid  using  advanced  simulation  tools, which would  be  against  the  first  aim  of  the 
implemented models: keeping them as simple as possible.  
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elastic behaviour up  to  the brittle  failure of  the contact. When  the  tensile  strength  is  reached,  the 
contact opens  and  the  corresponding  stress decreases  linearly with  a  slope  that  is defined  by  the 
corresponding  fracture energy. Thus, only  two parameters  (tensile  strength  and  the  corresponding 
408






under  the  second order bending phenomena.  In  fact,  the  contacts between masonry  rows  can be 
bended  or  compressed  but  not  subjected  to  a  tensile  axial  effort  under  the  considered  loading 
configuration. In addition, the fracture energy, GfI, is estimated using Eq. (1). This expression has been 
adjusted using the experimental results presented in [25] and was previously used in [26,27].  
ሺܰ ݉⁄ ሻ ܩ௙ூ ൌ 36.65 ൉ ௫݂ ሺܯܲܽሻ (1)
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hinge  is  fixed.  These  constrains  allow  the  structure  to  rotate  around  the  restrained  nodes  while 
impeding any possible lateral displacement at the wall’s ends. 
The load is indirectly applied as a vertical descending displacement of the top vertex of the model. This 
movement  is  applied  at  a  constant  rate  (step  by  step  calculation)  and  the  force  reaction  at  the 
application point is taken as the measurement of the applied load for comparing with the experimental 
values. This displacement‐controlled  simulated  loading process makes  it possible  to  calculate  some 

















































M  8.1 (0.18) 42.2 (0.27) 2 * 11000 * 
R  6.6 (0.03) 14.5 (0.08) 0.8 * 8000 * 





























W#25  Debonding 12.0 440
W#26  Debonding 11.3 412
W#27  Debonding 20.0 733
W#28  Debonding 17.8 652
W#29  Debonding 14.5 533
* This value corresponds to the direct tensile strength, not to the flexural tensile strength.
The real contacts between masonry and TRM parts were defined as “bonded”, so neither opening nor 
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experimental  tests on TRM  strengthened walls  (and  for all of  the FRP‐strengthened walls  later on). 
These  enabled  the  debonding  and  the  sliding  possibilities.  Both  tensile  and  shear  responses were 
characterised  by  bilinear  constitutive  laws  defined  by  the  tensile  or  tangential  strength  and  the 












and W#24  to W#29)  as  shown  in  Figure  3.  Then,  the  tangential  component  (T)  is  supposed  to  be 
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ܩ௙ூூ ൌ 1 (3)
2.3.3. Mesh 














In  contrast  to  the previous  simulations,  the design  compressive  strength of  the masonry has been 
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conventional material definition.  In this  line, the density  (ρFRP), Young’s modulus  (EFRP), FRP‐masonry 
bonding strength (fbFRP), FRP‐masonry tangential strength (fsFRP) and tensile strength of the FRP (ftFRP) 
are modified to represent the real amount of FRP laminate distributed along the width of the wall. Only 
the vertical  laminates (or part of the vertical component of the  inclined ones) are considered  in this 
simplification accordingly with the experimental results. The modified variables have been calculated 
from  the original ones using equation Eq.  (4) or Eq.  (5) depending  if  the  laminates were vertical or 
inclined  respectively.  In  this  last  case,  only  ¾  parts  of  the  capacity  of  the  installed  laminates  is 
considered in agreement with the experimental evidences, which showed that the inclined laminates 
that were  not  in  contact with  the masonry  along  all  their  length mobilise half  the  strain  than  the 
laminates in perfect contact with the masonry, averaging 75% overall. In Eq. (4) and Eq. (5), K represents 
the generic original property, and K* the modified one. These equations are valid for all the previously 





ܭ∗ ൌ ܭ ൉ #௩,ிோ௉ ൉ ܾிோ௉ܾ (4)
ܭ∗ ൌ ܭ ൉ 34 ൉
#௜,ிோ௉ ൉ ܾிோ௉












8‐nodes uniform  structured quadrilateral elements with quadratic  integration of  the displacements 
with an average size of 2mm was used to mesh the FRP. 
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Original FRP (^)  3100  5.40  200 1.67 60.0 160.0  170000
W#30‐32 and 
W#36‐38 
595  1.04  38  0.32  11.7  30.7  32650 
W#33‐35 and 
W#39‐41 
893  1.56  57  0.48  17.6  46.1  48980 




The different versions of  the numerical model described before have been applied  to calculate  the 
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most slender walls. For the medium (W#10‐16) and  less slenderness (W#18‐20) walls, the numerical 






of  the  experimental  scatter.  The  behaviour  of  the  model  could  be  improved  by  implementing  a 






The  results of  the numerical  simulations of TRM‐strengthened walls and  their comparison with  the 
experimental  evidences  are  represented  in  Figure  5.  A  relative  error  of  19.5%  is  obtained  when 
comparing  the numerically predicted  load‐bearing  capacities with  the  experimental  evidences.  The 
model tends to underestimate the load‐bearing capacity of the walls, especially in those cases whose 
eccentricity of the load is higher. In addition, the numerical results plotted in Figure 5 seem to point out 
that the eccentricity of the compressive  load  influences on the  load‐bearing capacity (the walls with 
major eccentricity are predicted to support minor  loads). However, this tendency  is not clear for the 
experimental  results. Moreover,  it  has  to  be  noticed  that  the proposed numerical model  tends  to 
underestimate  the  load‐bearing capacity of  the  tested walls except  for  the cases strengthened with 
carbon fibre meshes. Also, it has to be said that proposed numerical model is applicable for a wide range 
416













third,  fourth and  fifth  columns of  this  table  correspond  to  the dimensionless values of  the vertical 
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materials.  In  particular,  the  compressive  behaviour  of  the  masonry  and  the  fracture  energies  of 
masonry, FRP and  interfaces between  them might be defined  in a more  realistic way  to model  the 
experimental  response  of  the  studied  structures  with  more  accuracy.  Regarding  the  compressive 





result  in  lower  lateral deformations and a better adjustment of  the experimental data.  In contrast, 
increasing  the  Young’s  modulus  of  the  masonry  will  derive  in  a  larger  load‐bearing  capacity, 
accentuating the current overestimation trend of the model, so other variables seem to be necessarily 
changed.  About  the  fracture  energies,  it  seems  necessary  to  develop  analytical  approaches  to 
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Table 7. Results of the numerical model at calculating FRP‐strengthened walls 
Wall  vmax/Hef (∙10‐3)  hmax/t (%) ɸmax (%) ࡲ࢓ࢇ࢞ࡿࡵࡹ (kN) Abs. rel. err. (%)  Av. err. (%)
W#30  5.2  30.0  33.6  763.4  45.8 
26.9 W#31 5.0  29.7  31.1  707.0  28.9 
W#32 3.1  16.0  25.9  587.6  6.0 
W#33 4.8  26.1  34.0  761.8  27.3 
18.8 W#34 4.6  24.7  33.1  745.7  24.1 
W#35 4.3  23.2  31.5  713.4  5.0 
W#36 3.3  17.2  26.8  610.3  1.0 
8.1 W#37 3.6  20.3  24.5  545.0  9.3 
W#38 4.8  28.4  31.9  703.9  13.9 
W#39 4.6  24.9  32.7  722.1  32.4 
36.5 W#40 3.6  18.5  30.7  681.7  30.0 
W#41 3.7  19.4  30.0  665.6  46.9 
W#42 4.2  22.1  33.8  744.0  15.6 
35.4 W#43 4.3  22.8  32.6  722.0  59.8 
W#44 4.4  23.2  34.0  746.0  31.0 
Comparing  the  results of  the  finite element analysis among  them,  it  is noticed  that  restraining  the 
masonry‐FRP contacts to represent the presence of horizontal laminates causes a load‐bearing capacity 
decrease  (comparing W#30‐32 with W#36‐38 and W#33‐35 with W#39‐41). This  is  in  line with  the 
previous comment. Thus, according with the model, and for the proposed structural configuration and 
loading pattern, including horizontal FRP laminates is not effective. In contrast, the model reproduces 
the  effect  of  installing  three  vertical  laminates  (W#33‐35)  in  comparison  with  the  cases  with  two 
laminates  (W#30‐32).  A  minor  load‐bearing  capacity  increase  is  predicted  when  adding  vertical 
laminates as experimentally observed. Finally,  it has  to be  remarked  that  the average  load bearing 
capacity predicted by the model for the cases W#42‐44 and W#33‐35 are practically the same. This fact 




capacity  of  Unreinforced,  TRM‐strengthened  and  FRP‐strengthened  walls  subjected  to  eccentric 
compressive load at a low computational cost, has been achieved. The particular adaptation for each 
case  have  bring  specific  conclusions.  Thus,  for  the  simulation  of  unreinforced  walls,  it  might  be 
concluded that the numerical model  is more accurate for the cases with high eccentricity and more 
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As general  conclusions,  it  is  important  to highlight  that  considering a more  realistic  formulation  to 
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